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13.1：试讨论 R3 中 Gauss曲率 𝐾 = −1的曲面与 sine-Gordon方程的解的一一对应关系：𝛼𝑠𝑡 = sin𝛼。

Proof. (1) R3 上 Gauss曲率 𝐾 = −1的曲面满足 sine-Gordon方程。因为 𝐾 = 𝜅1𝜅2 = −1，所以主曲率不重，从而曲面没
有脐点，进而可以取曲率线参数 (𝑢, 𝑣) 使得 e1 =

r𝑢√
𝐸
, e2 =

r𝑣√
𝐺
，设 𝐴 =

√
𝐸, 𝐵 =

√
𝐺，计算 1-形式和联络形式：

𝜔1 = 𝐴d𝑢, 𝜔2 = 𝐵d𝑣 ; 𝜔12 = −𝐴𝑣

𝐵
d𝑢 + 𝐵𝑢

𝐴
d𝑣

根据曲面结构方程，由 Codazzi方程导出：
𝜔13 = 𝜅1𝜔1 = 𝜅1𝐴d𝑢

𝜔23 = 𝜅2𝜔2 = 𝜅2𝐵d𝑣
Codazzi−−−−−→


𝐴𝑣 (𝜅1 − 𝜅2) +𝐴(𝜅1)𝑣 = 0

𝐵𝑢 (𝜅2 − 𝜅1) + 𝐵(𝜅2)𝑢 = 0

𝜅1=tan𝜑
−−−−−−→


𝐴𝑣

sin𝜑 + 𝐴𝜑𝑣

cos𝜑 = 0
−𝐵𝑢

cos𝜑 + 𝐵𝜑𝑢

sin𝜑 = 0
−−→

(
𝐴

cos𝜑

)
𝑣

= 0 =

(
𝐵

sin𝜑

)
𝑢

所以存在坐标变换（Jacobian矩阵非退化）

(𝑢, 𝑣) ↦→ (𝜉 (𝑢), 𝜂 (𝑣)) =
(∫ 𝑢

0
d
(
𝐴

cos𝜑 (𝑢)
)
,

∫ 𝑣

0
d
(
𝐵

sin𝜑 (𝑣)
))
,

𝜕(𝜉, 𝜂)
𝜕(𝑢, 𝑣) =

[
𝐴

cos𝜑 0
0 𝐵

sin𝜑

]
(𝑢, 𝑣)

由 Gauss方程 d𝜔12 = −𝐾𝜔1 ∧ 𝜔2 = 𝜔1 ∧ 𝜔2 导出：

sin𝜑 cos𝜑d𝜉 ∧ d𝜂 = d
[
−𝐴𝑣 cos𝜑

𝐴𝐵
d𝜉 + 𝐵𝑢 sin𝜑

𝐴𝐵
d𝜂

]
= (𝜑𝜉𝜉 − 𝜑𝜂𝜂)d𝜉 ∧ d𝜂

换元 𝜉 = 𝑠 + 𝑡, 𝜂 = 𝑠 − 𝑡, 𝜑 = 𝛼/2得到

𝛼𝑠𝑡 = 2(𝜑𝜉𝑡𝜉𝑠 + 𝜑𝜂𝑡𝜂𝑠) = 2(𝜑𝜉𝜉𝜉𝑠𝜉𝑡 + 𝜑𝜉𝜂𝜉𝑠𝜂𝑡 + 𝜑𝜂𝜂𝜂𝑠𝜂𝑡 + 𝜑𝜂𝜉𝜂𝑠𝜉𝑡 ) = 2(𝜑𝜉𝜉 − 𝜑𝜂𝜂) = 2 sin𝜑 cos𝜑 = sin𝛼

所以我们说明了 𝐾 = −1的常 Gauss曲率曲面对应一个 sine-Gordon方程的解。

(2)反过来，对于满足 sine-Gordon方程的 R3 上的标量函数 𝛼，按照先前的定义，采用 𝜑, 𝜉, 𝜂 的参数表示，给出如下结

构方程（容易验证这是相容的），因此对任意 sine-Gordon方程的解，都能对应回一个 𝐾 = −1的常 Gauss曲率曲面

𝜔1 = cos𝜑d𝜉, 𝜔2 = sin𝜑d𝜂; 𝜔12 = 𝜑𝜂d𝜉 + 𝜑𝜉d𝜂; 𝜔13 = sin𝜑d𝜉, 𝜔23 = − cos𝜑d𝜂

(3)先从 𝛼 到曲面，再到 𝛼，这样复合两次对应后是恒等映射。先从曲面到 𝛼，再到曲面，这两个曲面参数变换到统一

的 (𝜉, 𝜂)参数网下时是一致的，所以也是恒等映射的。综上，一一对应。 □

13.2：设 Σ为 R𝑛+1 中的 𝑛 维超曲面，r 为位置向量，n为单位法向量场，𝐻 为平均曲率函数，Δ为 Σ的 Laplace
算子。证明： Δr = 𝑛𝐻n。

Proof.任取固定的常向量 a，定义 𝑓 = ⟨r,a⟩，则

d𝑓 = 𝑓𝑖𝜔𝑖 = ⟨e𝑖,a⟩𝜔𝑖 =⇒ 𝑓𝑖 𝑗𝜔 𝑗 = ⟨n,a⟩ℎ𝑖 𝑗𝜔 𝑗 + ⟨e𝑗 ,a⟩𝜔𝑖 𝑗 + 𝑓𝑗𝜔 𝑗𝑖 = ⟨n,a⟩ℎ𝑖 𝑗𝜔 𝑗

=⇒ 𝑓𝑖 𝑗 = ⟨n,a⟩ℎ𝑖 𝑗

则 Δ𝑓 = 𝑛⟨n,a⟩𝐻，其中 𝐻 是 1-次平均曲率，再由 a的任意性得证。 □
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2 第十三次作业

13.3：用题目 13.2证明：R𝑛+1 中不存在 𝑛维紧致极小超曲面。

Proof.极小超曲面指的是 1-次平均曲率 𝐻 = 0的超曲面。因为 Δr = 0，所以 r的坐标函数是 Σ上的调和函数，由最大

模原理，知道 |r |只在边界取到最大值，而 Σ无边紧致，没有边界，但存在最大值，从而 𝑟𝑟𝑟 是常数，矛盾。 □

13.4：设 Σ为 R3 中的具有常平均曲率的紧致曲面，𝑟𝑟𝑟 为其位置向量，𝑛𝑛𝑛为其单位法向量，𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 是曲面的局部
等温坐标。证明 Hopf微分 Ψ = ⟨r𝑧𝑧,n⟩(d𝑧)2 满足

• Ψ是 Σ上整体定义的 2-微分形式，即与 𝑧 的选取无关；

• Ψ是 Σ上的全纯微分形式；

• 对 𝑃 ∈ Σ，Ψ(𝑃) = 0当且仅当 𝑃 点为脐点。

Proof. (1) Hopf微分 Ψ与局部等温坐标系的选取无关。设𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦 是 Σ的另一个与 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 定向一致的局部等温坐
标，𝑤 = 𝑤 (𝑧)是它们间的坐标变换，则𝑤 是 𝑧 的解析函数，因为

𝜆̃2(𝑥,𝑦) (d𝑥2 + d𝑦2) = 𝜆̃2(𝑢, 𝑣) [(𝑥2
𝑢 + 𝑦2

𝑢)d𝑢2 + (𝑥𝑢𝑦𝑣 + 𝑥𝑣𝑦𝑢)d𝑢d𝑣 + (𝑥2
𝑣 + 𝑦2

𝑣)d𝑣2] =⇒

𝑥2
𝑢 + 𝑦2

𝑢 = 𝜆2(𝑢, 𝑣) = 𝑥2
𝑣 + 𝑦2

𝑣

𝑥𝑢𝑦𝑣 + 𝑥𝑣𝑦𝑢 = 0

计算可知，𝑤𝑧 = 0，则

Ψ = −⟨r𝑤,n𝑤⟩(d𝑤)2 = −⟨r𝑧,n𝑧⟩
(

d𝑧
d𝑤

)2

(d𝑤)2 = −⟨r𝑧,n𝑧⟩(d𝑧)2

(2)曲面 Σ具有常平均曲率当且仅当它的 Hopf微分 Ψ是全纯二次微分。由 {r𝑧, r𝑧,n}下的运动方程，则曲面必须满足
路径无关，即可积性条件，只看 r𝑧𝑧𝑧 = r𝑧𝑧𝑧：(

𝜆2

2 𝐻n
)
𝑧

= (2(ln 𝜆)𝑧r𝑧 +𝑄n)𝑧

⇐⇒
(
𝜆2

2 𝐻
)
𝑧

n + 𝜆
2

2 𝐻
(
−𝐻r𝑧 −

2
𝜆2𝑄r𝑧

)
= 2(ln 𝜆)𝑧𝑧r𝑧 + 2(ln 𝜆)𝑧

𝜆2

2 𝐻n +𝑄𝑧n +𝑄 (−𝐻r𝑧 −
2
𝜆2𝑄r𝑧)

比较 n的系数知道，𝑄𝑧 =
𝜆2

2 𝐻𝑧 = 0，所以 𝑄 是关于 𝑧 全纯的。

(3) Ψ(𝑃) = 0，当且仅当 𝑄d𝑧2 = ⟨r𝑧𝑧,n⟩d𝑧2 = 0，展开成 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 有

0 =
1
4 ⟨r𝑢𝑢 − 2𝑖r𝑢𝑣 − r𝑣𝑣,n⟩(d𝑢2 + 2𝑖d𝑢d𝑣 − d𝑣2) = 1

4 (𝐿 − 𝑁 − 2𝑖𝑀) (d𝑢2 + 2𝑖d𝑢d𝑣 − d𝑣2)

比对实虚部的系数得到

(𝐿 − 𝑁 ) (d𝑢2 − d𝑣2) + 4𝑀d𝑢d𝑣 = 0 = (𝐿 − 𝑁 )d𝑢d𝑣 −𝑀 (d𝑢2 − d𝑣2)

比对微分形式的系数得到 𝐿 = 𝑁,𝑀 = 0，而等温参数下 𝐸 = 𝐺, 𝐹 = 0，所以这是一个脐点。 □

13.5：证明 Hopf定理：设 Σ为 R3 中的紧致曲面，如果 Σ的亏格为零，且平均曲率为常数，则 Σ是球面。

Proof.由平均曲率为常数，知道 Hopf微分 𝑄 (d𝑧)2 是全纯的 2-微分形式；只要证明 Ψ ≡ 0，就能说明曲面为 R3 空间的

全脐点曲面，再由紧致推出曲面只能为球面。Riemann-Koebe单值化定理指出，亏格为零的紧致 Riemann曲面共性等
价于球面 S2，所以只需证明 S2 上的全纯 2-微分形式为零，就能说明 Ψ ≡ 0。不妨设任意𝜓 是 S2 上全纯的 2-微分形式，
在球极投影下 

𝜋1 : S2 \ {(0, 0, 1)} → R2
(

2𝑢
𝑢2+𝑣2+1 ,

2𝑣
𝑢2+𝑣2+1 ,

𝑢2+𝑣2−1
𝑢2+𝑣2+1

)
↦→ (𝑢, 𝑣)

𝜋2 : S2 \ {(0, 0,−1)} → R2
(

2𝑥
𝑥2+𝑦2+1 ,

2𝑦
𝑥2+𝑦2+1 ,−

𝑥2+𝑦2−1
𝑥2+𝑦2+1

)
↦→ (𝑥,𝑦)
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2 第十三次作业

通过验证， (𝑢, 𝑣), (𝑥,𝑦) 确实都是等温参数，所以设 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣,𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦，且等温坐标系在重叠部分的变换关系为
𝑧 = 𝑤−1，而进一步在重叠部分上，有（因为 𝑄 在曲面上整体定义，不依赖于局部等温参数的选取）

𝜓 = 𝑄1(𝑧) (d𝑧)2 = 𝑄2(𝑤) (d𝑤)2 = 𝑄2(𝑤 (𝑧)) 1
𝑧4 (d𝑧)

2 =⇒ 𝑄1(𝑧) =
𝑄2(𝑤 (𝑧))

𝑧4

令 𝑧 → ∞，则𝑤 → 0，这说明
lim
𝑧→∞

𝑄1(𝑧) = 𝑄2(0) lim
𝑧→∞

1
𝑧4 = 0

所以 𝑄1(𝑧)在 S2 \ {(0, 0, 1)} � C上全纯有界，由 Liouville定理知道 𝑄1 ≡ 0，同理 𝑄2 ≡ 0。从而 S2 上的全纯 2-微分形式
为零，由共形等价（在二维定向曲面中是双全纯等价）知道 Ψ ≡ 0。 □

13.6：证明 Alexsadrov定理：设 Σ为 R𝑛+1中 𝑛维嵌入紧致超曲面，即没有自交点，如果 Σ的平均曲率为常数，则

Σ是 𝑛维球面。

Proof.由𝑀 紧致可知存在椭圆点 𝑃0（可取法向使 𝑃0 处主曲率均为正），则平均曲率 𝐻 ≡ 𝐻 (𝑃0) > 0，则

𝐴(𝑀) =
∫
𝑀

d𝐴 =

∫
𝑀

𝐻𝜑d𝐴 = 𝐻

∫
𝜕Ω

⟨𝑥,−𝑁 ⟩d𝐴 = 𝐻

∫
Ω

div𝑥d𝑉 = 𝐻 (𝑛 + 1) |Ω |

其中用到Minkowski公式和散度定理。从而
(𝑛 + 1) |Ω | =

∫
𝑀

1
𝐻

d𝐴

即 Heintze-Karcher不等式中取等，推出𝑀 为 𝑛维球面。 □

附：超曲面 Laplace算子和外围空间 Laplace算子的关系设 Ω ⊆ R𝑛+1 是紧致区域，其边界 𝜕Ω = 𝑀 = 𝑀𝑛，设 𝑁

为 𝑀 上的内法向量场，设 𝑓 : Ω → R为光滑函数，记

𝑧 = 𝑓 |𝑀 , 𝑢 =
𝜕𝑓

𝜕𝑁
|𝑀

则

(Δ𝑓 ) |𝑀 = Δ𝑧 − 𝑛𝐻 𝜕𝑓

𝜕𝑁
|𝑀 + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁
|𝑀

其中 Δ为 Ω ⊆ R𝑛+1 上的 Laplace算子，Δ为 𝑀 上的 Laplace算子。

Proof.以下记指标范围为 1 ≤ 𝐴, 𝐵, . . . ≤ 𝑛 + 1, 1 ≤ 𝑖, 𝑗, . . . ≤ 𝑛，选取 {𝑒𝐴}𝑛+1
𝐴=1为 Ω的正交标架场，其中 𝑒𝑛+1 = 𝑁（这里将

𝑁 从边界上延拓到边界的邻域上，通过法向向内延拓一个邻域得到，这是由管状邻域定理保证的）。设 {𝜔𝐴}为其对偶
标架场，记 𝜔𝐴 = 𝜔𝐴 |𝑀，且设 𝜔𝑖,𝑛+1 |𝑀 = ℎ𝑖 𝑗𝜔 𝑗。由协变微分的定义可知，在𝑀 上（𝜔𝑛+1 = 0），对于其切空间∑︁

𝑖

𝑓𝑖 |𝑀𝜔𝑖 =

(∑︁
𝐴

𝑓𝐴𝜔𝐴

)
|𝑀 = (d𝑓 ) |𝑀 = d𝑓 |𝑀 =

∑︁
𝑖

𝑧𝑖𝜔𝑖 =⇒ 𝑓𝑖 |𝑀 = 𝑧𝑖

根据 𝑓𝐴𝐵 的定义，有如下转化，令 𝐴 = 𝑛 + 1并限制在𝑀 上：

𝑓𝐴𝐵𝜔𝐵 = d𝑓𝐴 + 𝑓𝐵𝜔𝐵𝐴 =⇒ 𝑓𝑛+1,𝐵𝜔𝐵 = d𝑓𝑛+1 + 𝑓𝐵𝜔𝐵,𝑛+1 =⇒ 𝑓𝑛+1,𝑖 |𝑀𝜔𝑖 = d𝑢 + 𝑧 𝑗ℎ 𝑗𝑖𝜔𝑖 =⇒ 𝑓𝑛+1,𝑖 |𝑀 = 𝑢𝑖 + 𝑧 𝑗ℎ 𝑗𝑖

令 𝐴 = 𝑖，并限制在𝑀 上：

𝑓𝑖𝐵𝜔𝐵 = d𝑓𝑖 + 𝑓𝐵𝜔𝐵𝑖 = d𝑓𝑖 + 𝑓𝑗𝜔 𝑗𝑖 + 𝑓𝑛+1𝜔𝑛+1,𝑖 =⇒ 𝑓𝑖 𝑗 |𝑀𝜔 𝑗 = d𝑧𝑖 + 𝑧 𝑗𝜔 𝑗𝑖 − 𝑓𝑛+1 |𝑀ℎ𝑖 𝑗𝜔 𝑗 =⇒ 𝑓𝑖 𝑗 |𝑀 = 𝑧𝑖 𝑗 − 𝑢ℎ𝑖 𝑗

而在 Ω中，由定义有

𝑓𝑛+1,𝑛+1 =
𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁

所以加起来就是

(Δ𝑓 ) |𝑀 =
∑︁
𝐴

𝑓𝐴𝐴 |𝑀 = 𝑧𝑖𝑖 − 𝑢ℎ𝑖𝑖 +
𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁
= Δ𝑧 − 𝑛𝐻 𝜕𝑓

𝜕𝑁
|𝑀 + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁
|𝑀

□
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附：Reilly公式设 Ω ⊆ R𝑛+1为紧致区域，其边界为 𝜕Ω = 𝑀𝑛，d𝑉 和 d𝐴分别为 Ω和𝑀 上的体积元和面积圆，设

𝑁 为 𝑀 上的内法向量场。设 𝑓 : Ω → R为光滑函数，记

𝑧 = 𝑓 |𝑀 , 𝑢 =
𝜕𝑓

𝜕𝑁
|𝑀

则 ∫
Ω

((Δ𝑓 )2 − |∇2
𝑓 |2)d𝑉 =

∫
𝑀

(−2𝑢Δ𝑧 + 𝑛𝐻𝑢2 + ℎ(Δ𝑧,Δ𝑧))d𝐴

其中 ∇为 Ω 上的联络，∇为 𝑀 上的联络；∇2
为 Ω 上的 Hessian算子，Δ为 Ω上的 Laplace算子，Δ为 𝑀 上的

Laplace算子；ℎ为 𝑀 的第二基本形式。

Proof.由于外围空间的计算
1
2Δ|∇𝑓 |

2 =
1
2Δ𝑓

2
𝐴 = 𝑓 2

𝐴𝐵 + 𝑓𝐴 𝑓𝐴𝐵𝐵 = |∇2
𝑓 |2 + 𝑓𝐴 (Δ𝑓 )𝐴

代入，应用散度定理，代入超曲面

−1
2

∫
𝑀

𝜕

𝜕𝑁
|∇𝑓 |2d𝐴 =

1
2

∫
𝜕Ω

⟨∇|∇𝑓 |2,−𝑁 ⟩d𝐴 =
1
2

∫
Ω

div(∇|∇𝑓 |2)d𝑉 =

∫
Ω

1
2Δ|∇𝑓 |

2d𝑉 =

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 + 𝑓𝐴 (Δ𝑓 )𝐴
)

d𝑉

=

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 − (Δ𝑓 )2 + (𝑓𝐴Δ𝑓 )𝐴
)

d𝑉

=

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 − (Δ𝑓 )2
)

d𝑉 +
∫
Ω

div(𝑓𝐴Δ𝑓 )d𝑉 =

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 − (Δ𝑓 )2
)

d𝑉 +
∫
𝑀

⟨(𝑓𝐴)𝐴Δ𝑓 ,−𝑁 ⟩d𝐴

=

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 − (Δ𝑓 )2
)

d𝑉 −
∫
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑁
Δ𝑓 d𝐴

=

∫
Ω

(
|∇2

𝑓 |2 − (Δ𝑓 )2
)

d𝑉 −
∫
𝑀

𝑢

(
Δ𝑧 − 𝑛𝐻𝑢 + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁

)
d𝐴

另一方面，上式左端还可以展开计算

1
2

∫
𝑀

𝜕

𝜕𝑁
|∇𝑓 |2d𝐴 =

1
2

∫
𝑀

𝜕𝑓 2
𝐵

𝜕𝑁
d𝐴 =

∫
𝑀

𝑓𝐵 𝑓𝐵,𝑛+1d𝐴 =

∫
𝑀

𝑧𝑖 (𝑢𝑖 + 𝑧 𝑗ℎ 𝑗𝑖)d𝐴 +
∫
𝑀

𝑢
𝜕2 𝑓

𝜕𝑁 𝜕𝑁
d𝐴

注意到在曲面没有边界，所以

0 =

∫
𝑀

d[𝑧𝑖𝑢𝜔1 ∧ · · · ∧ 𝜔𝑖 ∧ · · · ∧ 𝜔𝑛] =
∫
𝑀

(𝑧𝑖𝑖𝑢 + 𝑧𝑖𝑢𝑖) (−1)𝑖+1d𝐴

综上，相加得到结果。 □

附：Heintze-Karcher不等式设 𝑀𝑛 为 R𝑛+1 的紧致嵌入超曲面，其围成的区域为 Ω，体积记为 𝑉。假设 𝐻 > 0，
则 ∫

𝑀

1
𝐻

d𝐴 ≥ (𝑛 + 1)𝑉

等式成立当且仅当𝑀 为 𝑛维球面。

Proof.设 𝑓 ∈ 𝐶∞(Ω)为 Dirichlet问题的解 
Δ𝑓 = 1 in Ω

𝑧 = 𝑓 |𝑀 = 0 on 𝑀

9



2 第十三次作业

由散度定理知道

𝑉 =

∫
Ω

Δ𝑓 d𝑉 = −
∫
𝑀

𝜕𝑓

𝜕𝑁
d𝐴 = −

∫
𝑀

𝑢d𝐴

由 Cauchy-Schwarz不等式知道，对于解 𝑓 有

1 = (Δ𝑓 )2 = (𝑓𝐴𝐴)2 ≤ (𝑛 + 1) (𝑓𝐴𝐴)2 ≤ (𝑛 + 1) |∇2
𝑓 |2 =⇒ (Δ𝑓 )2 − |∇2

𝑓 |2 ≤ 𝑛

𝑛 + 1

结合 Reilly公式和解 𝑓 的条件，知道

𝑛

𝑛 + 1𝑉 =

∫
Ω

𝑛

𝑛 + 1d𝑉 ≥
∫
Ω

((Δ𝑓 )2 − |∇2
𝑓 |2) =

∫
𝑀

𝑛𝐻𝑢2d𝐴

因此结合上面式子

𝑉 2 =

(∫
𝑀

𝑢d𝐴
)2

=

(∫
𝑀

𝐻 − 1
2𝐻

1
2𝑢d𝐴

)2

≤
∫
𝑀

𝐻𝑢2d𝐴
∫
𝑀

1
𝐻

d𝐴 ≤ 𝑉

𝑛 + 1

∫
𝑀

1
𝐻

d𝐴

因此等式成立。此外，根据取等条件，这当且仅当 Δ𝑓 = 1且 ∇2
𝑓 =

𝐼𝑛+1
𝑛+1，当且仅当 𝑓 (𝑥) = 1

2(𝑛+1) ( |𝑥 − 𝑥0 |2 − 𝑎2) 对某个
𝑥0 ∈ R𝑛+1, 𝑎 > 0成立。再根据 𝑓 |𝑀 = 0的条件知道𝑀 为 𝑛维球面。 □
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