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21.1：假设 𝑇 : ℓ2 → ℓ2使得 𝑇 ((𝑥𝑖)𝑖≥1) = (𝑖−1𝑥𝑖)𝑖≥1，则 Ran(𝑇 ) 不是 ℓ2的闭子空间。

Proof.因为 ker𝑇 = (0)和如下事实
∥(0, . . . , 0, 𝑛, 0, . . .)∥ℓ2/ker𝑇
∥𝑇 (0, . . . , 0, 𝑛, 0, . . .)∥ℓ2

=
𝑛

1 = 𝑛 → ∞

由闭像集定理，所以 Ran(𝑇 )不是 ℓ2的闭子空间。 □

21.2：𝑋,𝑌 是 Banach空间，𝑇 ∈ L(𝑋 ;𝑌 )单射，𝑁 是 𝑌 的闭子空间，使得 𝑌 = Ran(𝑇 ) ⊕ 𝑁，则 Ran(𝑇 ) 是闭的。

Proof. 𝑁 是 𝑌 的闭子空间，所以 𝑌/𝑁 = (Ran(𝑇 ) ⊕ 𝑁 )/𝑁 是 Banach空间，且令 𝜋 : 𝑌 → 𝑌/𝑁, 𝑦 ↦→ [𝑦]𝑁，有

𝑇 ′ := 𝜋 ◦𝑇 : 𝑋 → 𝑌/𝑁, 𝑥 ↦→ [𝑇 (𝑥)]𝑁

因为 𝑇 是单射，所以 𝑇 ′ 是双射。由逆算子定理，𝑇 ′−1 ∈ L(𝑌/𝑁 ;𝑋 )，所以

∥ [𝑥]ker𝑇 ∥𝑋/ker𝑇 = ∥𝑥 ∥𝑋 = ∥ [𝑇 ′−1 [𝑇𝑥]] ∥𝑋 ≤ ∥𝑇 ′−1∥∥ [𝑇𝑥] ∥𝑌/𝑁 ≤ ∥𝑇 ′−1∥∥𝑇𝑥 ∥𝑌

应用闭像集定理，知道 Ran(𝑇 )是闭子空间。 □

21.3：假设 𝑋,𝑌 是 Banach 空间，𝑆,𝑇 ∈ L(𝑋 ;𝑌 )。若存在 𝑐 > 0 使得 ∥𝑆𝑥 ∥ ≤ 𝑐 ∥𝑇𝑥 ∥ 对任意 𝑥 ∈ 𝑋 成立，且

ker(𝑇 ) = ker(𝑆)，则 Ran(𝑇 ) 是闭的，如果 Ran(𝑆) 是闭的。

Proof.由闭像集定理，∥ [𝑥]ker𝑇 ∥𝑋/ker𝑇 = ∥ [𝑥]ker𝑆 ∥𝑋/ker𝑆 ≤ 𝑐 ′∥𝑆𝑥 ∥ ≤ 𝑐𝑐 ′∥𝑇𝑥 ∥，知道 Ran(𝑇 ) 也是闭的。 □

21.4：假设 𝑋,𝑌 是 Hilbert 空间，𝑆,𝑇 ∈ L(𝑋 ;𝑌 )。若存在 𝑐 > 0 使得 ∥𝑆𝑥 ∥ ≤ 𝑐 ∥𝑇𝑥 ∥ 对任意 𝑥 ∈ 𝑋 成立，且

𝑇 (ker(𝑆)) ⊆ 𝑇 (ker(𝑆)⊥)，则 Ran(𝑇 )是闭的，如果 Ran(𝑆)是闭的。

Proof. 这里的 ker(𝑆)⊥ 是在内积意义下的。一方面，根据 ∥𝑆𝑥 ∥ ≤ 𝑐 ∥𝑇𝑥 ∥ 推出 ker𝑇 ⊆ ker 𝑆。另一方面，对于任意
𝛼 ∈ ker 𝑆，都存在 𝛽 ∈ ker(𝑆)⊥ ⊆ 𝑋 使得 𝑇𝛼 = 𝑇𝛽, (𝛼, 𝛽) = 0，那么 𝛼 − 𝛽 ∈ ker𝑇，推出 𝛼 − 𝛽 ∈ ker 𝑆，从而
𝛽 ∈ ker 𝑆 ∩ ker(𝑆)⊥，作内积 (𝛽, 𝛽) = 0，说明 𝑇𝛼 = 0，即 ker 𝑆 ⊆ ker𝑇。应用 21.3题的结论即可。 □
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