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22.1：设 𝑋,𝑌 为 Banach空间，𝐾 : 𝑋 → 𝑌 为紧算子，证明如下结论：

• 若 Im(𝐾)是闭集，则 dim Im(𝐾) < ∞；

• Im(𝐾) ⊆ 𝑌 是可分子空间；

• 若 𝑌 可分，则存在 Banach空间 𝑋 以及具有稠密像的紧算子 𝐾 : 𝑋 → 𝑌。

Proof. (1) Im(𝐾) 是 Banach空间 𝑌 的闭子空间，从而是 Banach空间。将值域限制，考虑 𝐾 : 𝑋 → Im(𝐾) 是满射，由开
映射定理，𝛿BIm(𝐾 ) ⊆ 𝐾B𝑋，而后者是紧的，所以 BIm(𝐾 ) 是闭集，推出是紧集，这等价于 dim Im(𝐾) < ∞。

(2) 𝐾 是紧算子，所以 𝐾B𝑋 紧集，在度量拓扑下是完全有界集。从而可以选取 𝐾B𝑋 的子集作为 𝐾B𝑋 的可数稠密子集，⋃
𝑛∈N 𝑛𝐾B𝑋 是 Im(𝐾) 的可数稠密子集。

(3)熟知，有界秩算子是紧算子，而紧算子的极限仍然是紧算子。所以现在构造有界秩算子。因为 𝑌 是可分的，所以取

可数稠密子集 {𝑦𝑛} ⊆ B𝑌，选取 ℓ1作为 𝑋，分量对应 𝑦𝑛，通过截断定义有界秩算子

𝐴𝑚 : ℓ1 → 𝑌, 𝑒𝑛 ↦→

𝑦𝑛 𝑛 ≤ 𝑚

0 𝑛 > 𝑚
; 𝐴𝑚 (𝑎𝑛)𝑛≥1 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦𝑘

𝑘2
; 𝐴(𝑎𝑛)𝑛≥1 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦𝑘

𝑘2

因为 𝐴𝑚 是有界秩算子，所以是紧算子。下面证明 ∥𝐴 −𝐴𝑚 ∥ → 0，因为

∥𝐴 −𝐴𝑚 ∥ = sup
∥𝜉 ∥ℓ1=1, 𝜉∈ℓ1

|⟨𝐴 −𝐴𝑚, 𝜉⟩| ≤ sup
∥𝜉 ∥ℓ1=1

����� ∞∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑎𝑘𝑦𝑘

𝑘2

����� → 0, 𝑚 → ∞

所以 𝐴是紧算子。另一方面，对任意 𝑦 ∈ 𝑌，取有理数逼近 𝑟𝑘 → ∥𝑦∥，则有 𝑟𝑘𝑦𝑛𝑘 → 𝑦（{𝑟𝑖𝑦𝑛}𝑖,𝑛 是 𝑌 上的可数稠密子

集），并且 𝑟𝑖𝑦𝑛 = 𝐾 (𝑟𝑖𝑒𝑛)，所以 𝐴具有稠密像。 □

22.2：设 𝑋 为 Banach空间，𝐶 ⊆ 𝑋 为闭子集，则如下结论等价：

• 𝐶 是紧集；

• 存在序列 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 使得 lim
𝑛→∞

∥𝑥𝑛 ∥ = 0, 𝐶 ⊆ Conv{𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N}。

(1)必要性。在度量空间中，紧集是完全有界的，所以可以通过以下方式选取折线序列逼近 𝐶 的点。给定 𝑟1 = 1/3，则
存在有限个球 𝐵(𝑥, 1/3) 覆盖 𝐶，记这些球心构成 𝐴1；归纳地构造，取 𝑟𝑛 = 1/3𝑛，则存在有限个球覆盖 𝐶，并且球心构

成 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛−1。设每次构造的球心都和其所属前一次构造的球的球心连线，并放大长度

𝐴̃𝑛 := {2𝑛 (𝑥 − 𝑥 ′) ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 ∩ 𝐵(𝑥 ′, 𝑟𝑛−1), 𝑥 ′ ∈ 𝐴𝑛−1}; 𝐴̃1 := {2𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ 𝐴1}

这样我们得到了序列
⋃
𝑖 𝐴̃𝑖 ⊆ 𝑋，其顺序是取尽指标低的元素，再取指标高的元素。我们在向量长度上做一些让步，以

留出余裕安排凸包的线性组合。至此，对于任意 𝑥 ∈ 𝐶，则对任意 𝑛 ∈ N，总是存在 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛 使得 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥𝑛, 3−𝑛)，由归
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纳性质知道 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥𝑛−1, 3−𝑛+1), . . .，设 𝑥0 = 0，所以每个点都能找到对应的序列 {𝑥𝑛} ∈
⋃
𝑖 𝐴̃𝑖 线性组合逼近




𝑥 −

𝑛∑︁
𝑖=1

2𝑛 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
2𝑛






 ≤ 3−𝑛

此外，由于以下结果，序列
⋃
𝑖 𝐴̃𝑖 ⊆ 𝑋 满足 lim ∥𝑥 ∥ → 0。结合以上，说明命题

∥𝑥 ∥ ≤ 2𝑛𝑟𝑛−1 ≤
2𝑛
3𝑛−1 , ∀𝑥 ∈ 𝐴̃𝑛

(2)充分性。只需要证明 𝐾 := Conv{𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N}是紧集，在度量空间中只需证明是列紧的。对于任意点列 {𝑦𝑛} ⊆ 𝐾，满

足 𝑦𝑛 =
∑∞
𝑘=1 𝜆

𝑛
𝑘
𝑥𝑘，则对于任意 𝜀 > 0，总存在 𝑁 (𝜀) ∈ N使得 ∥𝑥𝑘 ∥ ≤ 𝜀/2对任意 𝑘 ≥ 𝑁 (𝜀) + 1成立。因此我们关心前 𝑁

个分量，由于 [0, 1]𝑁 是紧集，所以总能找到无穷子列 {𝑦𝑛𝑖 }使得




 𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆
𝑛𝑖
𝑘
− 𝜆𝑛 𝑗

𝑘






 ≤ 𝜀/2 =⇒ ∥𝑦𝑛𝑖 − 𝑦𝑛 𝑗 ∥ ≤ 𝜀

变动 𝜀 > 0，结合对角线法，我们找到了 Cauchy列，而 𝐾 是 Banach空间的闭子集，所以是收敛列，故列紧。 □

22.3：设 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞，按照如下流程证明所有有界线性算子 𝐴 : ℓ𝑞 → ℓ𝑝 都是紧的：

• 固定有界线性算子 𝐴 : ℓ𝑞 → ℓ𝑝, ∥𝐴∥ = 1和 ℓ𝑞 中弱收敛于 0的序列 (𝑥𝑛)𝑛∈N，则只需证明 lim
𝑛→∞

∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝 = 0；

• 若 (𝑦𝑛)𝑛∈N是 ℓ𝑝 中弱收敛于 0的序列，则 lim
𝑛→∞

∥𝑦 + 𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝 = ∥𝑦∥𝑝𝑝 + lim
𝑛→∞

∥𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝 对任意 𝑦 ∈ ℓ𝑝 成立；

• 考虑 (1)中的 (𝑥𝑛)𝑛, 𝐴，固定常数 𝜀 > 0并选取 𝑥 ∈ ℓ𝑞 使得 ∥𝑥 ∥𝑞 = 1, 1 − 𝜀 < ∥𝐴𝑥 ∥𝑝 < 1，则对任意 𝜆 > 0成立

(∥𝐴𝑥 ∥𝑝𝑝 + 𝜆𝑝 lim sup
𝑛→∞

∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝𝑝)
1
𝑝 ≤ (∥𝑥 ∥𝑞𝑞 + 𝜆𝑞 lim sup

𝑛→∞
∥𝑥𝑛 ∥𝑞𝑞)

1
𝑞

• 存在常数 𝐶 > 0使得对任意 𝜆 > 0, 𝜀 > 0成立

𝜆𝑝 lim sup
𝑛→∞

∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝𝑝 ≤ (1 + 𝜆𝑞𝐶𝑞)
𝑝

𝑞 − (1 − 𝜀)𝑝

• 在 (4)中不等式令 𝜆 := 𝐶−1𝜀
1
𝑞 得到

lim sup
𝑛→∞

∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝𝑝 ≤ 𝐶𝑝𝜀1−
𝑝

𝑞

[
(1 + 𝜀)

𝑝

𝑞 − 1
𝜀

+ 1 − (1 − 𝜀)𝑝
𝜀

]
对任意 𝜀 > 0成立，在上式中取极限 𝜀 → 0来证明 lim

𝑛→∞
∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝 = 0。

Proof. (1)如果 (1)中的前提成立，则对于 ℓ𝑞 中的弱收敛列 𝑥𝑛
𝑤−→ 𝑥，都有 𝑥𝑛 − 𝑥

𝑤−→ 0，从而应用前提，推出

lim
𝑛→∞

∥𝐴(𝑥𝑛 − 𝑥)∥𝑝 = 0 =⇒ 𝐴𝑥𝑛
𝑠−→ 𝐴𝑥

(2)一方面，由于 𝑝 ≥ 1，所以由 𝑥𝑝 的凸性可知

∥𝑦 + 𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝 =
∞∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘 + 𝑦𝑘𝑛 |𝑝 ≤
∞∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘 |𝑝 + |𝑦𝑘𝑛 |𝑝 ≤ ∥𝑦∥𝑝𝑝 + ∥𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝

同时取上极限即可。另一方面，由于弱收敛 𝑦𝑛
𝑤−→ 0，所以 𝑝 ∈ [1,∞)时，可以选取测试函数 𝑒𝑘 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)

|⟨𝑦𝑛, 𝑒𝑘⟩|
𝑛→∞−−−−→ 0 =⇒ 𝑦𝑘𝑛

𝑛→∞−−−−→ 0
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这说明可以控制 𝑦𝑛 的有限项一致收敛，而 𝑦 ∈ ℓ𝑝 在选定后，可以控制 ∑∞
𝑚=𝑁+1 |𝑦𝑚 |𝑝 的收敛。因此

∥𝑦 + 𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝 =

𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘 + 𝑦𝑘𝑛 |𝑝 +
𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘𝑛 |𝑝 −
𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘𝑛 |𝑝 +
∞∑︁

𝑘=𝑁+1
|𝑦𝑘 + 𝑦𝑘𝑛 |𝑝 +

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑦𝑘 |𝑝 −
∞∑︁

𝑘=𝑁+1
|𝑦𝑘 |𝑝

≥
𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘 |𝑝 −
𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘𝑛 |𝑝 +
∞∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘𝑛 |𝑝 −
∞∑︁

𝑘=𝑁+1
|𝑦𝑘 |𝑝 −

𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘𝑛 |𝑝

固定 𝑁，同时取 𝑛的上极限，得到

lim
𝑛

∥𝑦 + 𝑦𝑛 ∥𝑝𝑝 ≥
𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘 |𝑝 + lim
𝑛

∥𝑦𝑘𝑛 ∥
𝑝
𝑝 −

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

|𝑦𝑘 |𝑝

取 𝑁 的极限，由收敛性得证。

(3)直接计算，应用 (2)的结论即可

(∥𝑥 ∥𝑞𝑞 + 𝜆𝑞 lim sup
𝑛→∞

∥𝑥𝑛 ∥𝑞𝑞)
1
𝑞 = (lim sup

𝑛→∞
∥𝑥 + 𝜆𝑥𝑛 ∥𝑞𝑞)

1
𝑞 = lim sup

𝑛→∞
∥𝑥 + 𝜆𝑥𝑛 ∥𝑞 · ∥𝐴∥ ≥ lim sup

𝑛→∞
∥𝐴𝑥 + 𝜆𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝

剩最后一步，再次应用 (2)的结果即可。为此，我们需要说明 𝐴𝑥𝑛
𝑤−→ 0，这是因为 𝑥𝑛

𝑤−→ 0，所以对任意 𝜑𝑝 ∈ (ℓ𝑝)∗，有

|⟨𝜑𝑝, 𝐴𝑥𝑛⟩| ≤ |⟨𝜑𝑝 ◦𝐴, 𝑥𝑛⟩| → 0 =⇒ 𝐴𝑥𝑛
𝑤−→ 0

(4)由 (3)的结果知道，取 𝐶 = sup𝑛∈N ∥𝑥𝑛 ∥𝑞 即可。

𝜆𝑝 lim sup
𝑛→∞

∥𝐴𝑥𝑛 ∥𝑝𝑝 ≤ (∥𝑥 ∥𝑞𝑞 + 𝜆𝑞 lim sup
𝑛→∞

∥𝑥𝑛 ∥𝑞𝑞)
𝑝

𝑞 − ∥𝐴𝑥 ∥𝑝𝑝 ≤ (1 + 𝜆𝑞𝐶𝑞)
𝑝

𝑞 − (1 − 𝜀)𝑝

(5)由题目表述即可证明完整命题，具体估计只需用到 (1 + 𝑥)𝑝 ≈ 1 + 𝑥𝑝 的展开。 □
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