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26.1：对应于题目 25.2，证明

𝐴−1 =
1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑅(𝑧,𝐴)
𝑧

d𝑧 − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝜀

𝑅(𝑧,𝐴)
𝑧

d𝑧

Proof. 根据算子演算，𝑥−1 是环域 𝐵(𝑟 ) − 𝐵(𝜀) 上的全纯函数，因为 Dunford积分要求满足闭环域的性质，因此需要调
整绕向和符号，就是上式的表达。 □

26.2：设𝐻 是复 Hilbert空间，𝐴 ∈ LC(𝐻 )，𝐸 ⊆ 𝐻 为闭复线性子空间，称子空间 𝐸在𝐴下不变，如果对任意 𝑥 ∈ 𝐸
都有 𝐴𝑥 ∈ 𝐸。证明 𝐸 在 𝐴下不变，当且仅当 𝐸⊥在 𝐴∗下不变。

Proof.必要性，对于任意 𝑥 ∈ 𝐸,𝑦 ∈ 𝐸⊥都有 ⟨𝐴∗𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑦,𝐴𝑥⟩ = 0，所以 𝐸⊥在 𝐴∗下不变。充分性，因为 𝐸 ⊆ 𝐻 是闭子

空间，所以对于任意 𝑥0 ∈ 𝐻 \ 𝐸，都可以由 Hahn-Banach定理进行分离，即找到 𝜑 ∈ 𝐸⊥ 满足 𝜑 (𝑥0) ≠ 0，从而根据必要
性中的式子，结合任意性即可说明结论。 □

26.3：若 𝐴 ∈ LC(𝑋 ) 满足 ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚) = ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+1)，则 ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚) = ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+𝑘)对任意 𝑘 ≥ 1。

Proof.这是核的稳定性，只证明一侧。对于任意 𝑥 ∈ 𝑋 ∩ ker(𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+2，都有 0 = (𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+2𝑥 = (𝜆𝐼 −𝐴) (𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+1𝑥 =

(𝜆𝐼 −𝐴) (𝜆𝐼 −𝐴)𝑚𝑥 = (𝜆𝐼 −𝐴)𝑚+1𝑥，所以归纳得证。 □

26.4：假设 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴) \ {0}，其中 𝐴 ∈ LC(𝑋 ) 是紧算子。若 𝑃𝜆 = 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧−𝜆 |=𝜀 𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧，其中 {|𝑧 − 𝜆 | ≤ 𝜀} \ {𝜆} ⊆

𝜌 (𝐴), 𝑌 = Ran (𝑃𝜆)，则对于任意𝑚 ≥ 1都有 ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚) = ker((𝜆𝐼 −𝐴|𝑌 )𝑚)。

Proof. 𝑃𝜆是由 1演化而来的，所以 𝑃𝜆显然是投影算子，并且 1 ·𝑥 = 𝑥 · 1说明 𝑃𝜆𝐴 = 𝐴𝑃𝜆，所以推出 ker 𝑃𝜆 ⊕ Ran 𝑃𝜆 = 𝑋，
并且这是 𝐴-不变子空间。对于任意 𝑥 ∈ 𝑋 ∩ ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚)，可以写为 𝑥 = 𝑢 + 𝑣，其中 𝑢 ∈ ker 𝑃𝜆, 𝑣 ∈ Ran 𝑃𝜆，则

0 = (𝜆𝐼 −𝐴)𝑚 (𝑢 + 𝑣) = [(𝜆𝐼 −𝐴|𝑌 )𝑚 ⊕ (𝜆𝐼 −𝐴|ker𝑃𝜆 )𝑚] (𝑢 + 𝑣) = (𝜆𝐼 −𝐴|𝑌 )𝑚𝑢 + (𝜆𝐼 −𝐴|ker𝑃𝜆 )𝑚𝑣

由不变子空间和直和，知道必须两项都要为零，而后者因为 𝜆 ∉ 𝜎 (𝐴|ker𝑃𝜆 ) 所以是双射，因此必须有 𝑣 = 0，从而
ker((𝜆𝐼 −𝐴)𝑚) 的元素就是 ker(𝜆𝐼 −𝐴|𝑌 )𝑚)的那些元素（补空间上为零元）。反向包含是显然的，命题得证。 □

26.5：补充讲义证明：𝐴是紧算子，则 𝜎𝑃 (𝐴) 是至多可数集。

Proof.由于非零的点谱是孤立点谱，所以取以原点为圆心的闭环面覆盖：

C =
⋃
𝑛=1

[𝐵(𝑛 + 1) \ 𝐵(𝑛)] ∪
⋃
𝑛=1

[𝐵(1/𝑛) \ 𝐵(1/(𝑛 + 1))]

每一个环都不包含原点，由紧性知道每个环都有限，从而孤立点谱 𝜎𝑃 (𝐴)是至多可数集。 □
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26.6：𝐴 ∈ LC(𝑋 ), 𝑟 > 0满足 𝑟 > ∥𝐴∥。若 𝑒𝐴 :=
∑∞
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘!，则

• 𝑒𝐴 =
1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑒𝑧𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧；

• 𝜎 (𝑒𝐴) = {𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴)}；

• 对任意 𝑠, 𝑡 ∈ R，都有 𝑒 (𝑠+𝑡 )𝐴 = 𝑒𝑠𝐴𝑒𝑡𝐴。

Proof. (1)设 𝑓 (𝑧) = 𝑒𝑧是C上的全纯函数，因此由算子演算知道 𝑓 (𝐴) = 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟 𝑒

𝑧𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧，所以只需要证明 𝑓 (𝐴) = 𝑒𝐴，
在算子范数的意义下：𝑒𝐴 是绝对收敛的，从而 Riemann积分的换序成立

𝑓 (𝐴) = 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑒𝑧𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧 = 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧 =
1
2𝜋𝑖

∞∑︁
𝑘=0

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑧𝑘

𝑘!𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧 =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘! = 𝑒𝐴

(2)根据全纯函数和谱运算的交换性，应用 (1)，得到 𝜎 (𝑒𝐴) = 𝜎 (𝑓 (𝐴)) = 𝑓 (𝜎 (𝐴)) = {𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴)}；

(3)根据 (1)，根据 Dunford积分运算，同样可以定义 𝑒 (𝑠+𝑡 )𝑧, 𝑒𝑠𝑧𝑒𝑡𝑧 是全纯函数，所以

𝑒 (𝑠+𝑡 )𝐴 =
1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑒 (𝑠+𝑡 )𝑧𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧 = 1
2𝜋𝑖

∫
|𝑧 |=𝑟

𝑒𝑠𝑧𝑒𝑡𝑧𝑅(𝑧,𝐴)d𝑧 = 𝑒𝑠𝐴𝑒𝑡𝐴

这里的 𝑟 足够大即可。 □
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